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We give interpretations for quotient J,,, /J, of q-Bessel functions. These 
q-analogs are related to generating function of weighted complete binary trees 
according to the number of leaves and to multichains on a partially ordered 
set, corresponding to weighted paths in the plane. a 1992 Academic Press, Inc. 
Nous donnons des interpretations combinatoires du rapport JVll/JV de q-fonc- 
tions de Bessel. Ces q-analogues Cnumerent des classes d’arbres binaires complets 
values suivant le nombre de feuilles et des multichakes dun ensemble partiellement 
ordonnb, correspondant a des chemins values dans le plan. 0 1992 Academic Press, Inc. 
1. INTRoDuCT~~N 
Un carre unitaire dont les sommets sont des points a coordonnees 
entieres du plan cartesien est une cellule, le niveau d’une cellule est l’ordon- 
n&e de son bord inferieur. Un polyomino est une reunion finie de cellules, 
constituant une partie connexe dont l’inttrieur est Cgalement connexe. Un 
polyomino est defini a une translation p&s. L’aire est le nombre de cellules 
et le p6rimPtre est la longueur du bord. Les polyominos sont des objets 
combinatoires classiques [IS, 111, tgalement btudies en physique statistique, 
sous le concept d’animal [ 18,201. A l’exception de quelques classes par- 
ticulieres de polyominos, trbs peu de formules exactes sont connues. Leur 
enumeration dans le cas general est un probleme majeur non resolu (“cell 
growth problem”). 
Une colonne (resp. une Zigne) est l’intersection entre le polyomino et une 
bande intinie verticale (resp. horizontale) de cellules. Un polyomino est 
dit convexe lorsque ses lignes et ses colonnes le sent. Un polyomino 
parallPlogramme est un polyomino convexe dont le bord est constitue de 
deux chemins n’ayant que des pas Nord et Est qui ne se recoupent qu’a 
leurs extremites. Les fonctions de Bessel et leurs q-analogues apparaissent 
dans les derniers resultats obtenus par J. M. Fedou et M. P. Delest [S] 
concernant l’bnumtration des polyominos parallelogrammes selon l’aire et 
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le nombre de colonnes. En effet, la fonction generatrice de ces objets se 
presente sous forme d’un q-analogue du rapport Jl/JO des fonctions de 
Bessel d’ordre 1 et 0. Dans [14, 151 ces resultats sont gtnbralises par la 
notion de polyominos parallelogrammes a franges dont l’enumeration selon 
les m&mes parametres conduit a un q-analogue non classique dsV du rap- 
port J, + 1/J, de fonctions de Bessel d’ordre v + 1 et v. Nous donnons ici 
une interpretation combinatoire de ce q-analogue et du q-analogue nature1 
qo, de ce rapport, en &urn&ant certaines classes d’arbres binaires complets 
values. D’autre part nous considerons certaines multichaines dans un 
ensemble partiellement ordonnt, en bijection avec des chemins values du 
plan. Leur enumeration conduit tgalement a ces q-analogues, mais l’expres- 
sion formelle des coefficients des fonctions gtneratrices obtenues est 
diffirente. 
Dans la partie 2, nous introduisons les q-Bessel I, et i, et rappelons quel- 
ques proprietes des fonctions de Bessel J,. Nous rappelons aussi les 
resultats de Carlitz [4] sur le rapport J,, 1/Jv, ainsi que les resultats 
obtenus dans [15] concernant les q-analogues @, et rp, de ce rapport. 
Dans la partie 3, nous definissons deux valuations sur I’ensemble des 
arbres binaires complets et considerons les multiparcours associts a ces 
valuations. Nous montrons que les fonctions generatrices de ces arbres 
values comptes selon le nombre de feuilles donnent de nouvelles interpreta- 
tions combinatoire des fonctions @, et (py, gtneralisant ainsi les resultats 
obtenus par [S] dans le cas particulier v = 0. Nous utilisons ces interprbta- 
tions pour obtenir une nouvelle demonstration des rtsultats obtenus dans 
[15], q-analogues des rtsultats de Carlitz sur les zeros des fonctions de 
Bessel. 
Utilisant les rtsultats obtenus dans [ 151 concernant l’enumtration selon 
l’aire et le nombre de colonnes des polyominos parallelogrammes a franges, 
nous montrons dans la partie 4 et 5 que les fonctions gtneratrices selon la 
taille de certaines multichdnes dun ensemble partiellement ordonne, 
s’expriment a l’aide de la fonction Qy, gbneralisant ainsi les resultats 
obtenus par J. M. Ftdou dans le cas particulier v = 0. Nous montrons 
Cgalement que ces multichaines sont en bijection avec des chemins de 
Dyck values. Les fractions rationnelles en q, coefficients des fonctions 
gentratrices, et-rum&ant ces chemins ont une expression differente de ceux 
obtenus dans l’expression directe du q-analogue @, de J,, l/Jy trouve dans 
la section 3. 
2. DEFINITIONS ET NOTATIONS 
DI~FINITION 2.1. Le q-anabgue du reel o! est [a] = (1 - qx)/( 1 - q) et, 
pour c( > - 1, si r dtsigne la fonction gamma, on definit le q-analogue de 
r(a) par [r(a)1 = Cl- 4?” FIngO ((1 -q”+ ‘)/Cl - 4”+*)). 
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On a les proprietes suivantes: 
1) lim,,, [a] =CI 
2) lim,,, [r(a)] =T(a) (cf. [2, Appendice A]) 
3) [T(a+ III= C~lCT(~)l 
En particulier, si n est un entier naturel, [n] = 1 + q + q2 + . . . + q”-’ et 
[ZJn + 1 )] = [ 1 ] . [2] . . . [n] est le polynbme q-analogue classique de IZ ! 
que nous noterons alors [n!]. 
DEFINITION 2.2. La q-d&iv&e D,(f) dune fonctionf(x) est D&f(x)) = 
(f(P) -f(x))l(qx -xl. 
On trouvera dans Andrews [Z], Askey and Wilson [3], Exton [7], 
Gaspar and Rahman [lo], quelques proprietes du q-calcul et les 
q-analogues des fonctions classiques ainsi que leurs proprietts. 
DEFINITION 2.3. Pour v > - 1, on pose 
Z(x)= fj (-l)“T T(v+n+l). 
?l=O 
Cette fonction 9” est lice a la fonction de Bessel classique J,, de 1’Analyse 
par la relation x”./,(x) = 2”La;(x2/4). 
Notation. On note CT&V) la fonction symetrique (T~Jv) = CF= 1 (jy,k)-2n, 
oti jy,k est le kitme zero positif de la fonction de Bessel J,. 
Les fonctions 02n sont coefficients des fonctions J,+ 1/2J, et J,,/2J,+ 1 et 
on a [l, 4, 6, 171: 
et 
J,(x) 2-L ij cJ,,(v+ 1)X2*-l* 
2Jv+16) x n=l 
A l’aide de la relation x”J, (x) = 2’-a; (x2/4) on en deduit alors: 
fg$L f 2%2n(V) xn, 
Y n=l 
Le resultat suivant dti a L. Carlitz [4], montre que (T*,Jv) est une fraction 
rationnelle en v. 
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PROPOSITION 2.4. 
4+1(x) -= ,a,@) c 
cc A,,ox” 
*= 1 &z(v) 
oti A,(v) est un polynome en v, de degrC d = Ci = z in/kJ - n + 1 et B,(v) = 
n;= l (k + v)~“~’ si l’on note LxJ la partie entihe de x. 
Les premiers polynbmes A,(v) sont les suivants: 
A,(v)= 1, A,(v) = 1, A3(v’)=L 
Ad(V) = 11 + 5v, A5(v) = 38 + 14~. 
Les coefficients des monomes dominants sont les nombres de Catalan 
1, 2, 5, 14, . . . (voir [15]). Les principaux resultats obtenus ici sont des 
interpretations combinatoires de q-analogues du rtsultat de Carlitz. 
On delinit les fonctions suivantes, oh I, et i, dtsignent des q-analogues 
de la fonction $.. 
m (-l)“q(v:fl)x~+~ 
I,~(& 4) = 1 
n=O [n!l[T(v+n+ l)] 
i (x q)= f (-l)nX”+n 
” ’ n=O Cn!lIIT(v+n+ 1)l 
On trouvera quelques rtsultats concernant les deux q-Bessel I, et i, dans 
Exton [7], Hahn [12], Ismail [13]. En utilisant la notation ,.4,, on peut 
ecrire ces fonctions sous la forme suivante: 
Lcw~=cr(v+l)l q(i)xv 
O 
1 4 1 [ q”+l:(1-Y)2Y”x 1 ; 
” i&4 )= cr(vx+ 1)124  [qoi:l: -(l--q)‘xj. 
Nous obtenons les resultats suivants: 
PROPOSITION 2.5. Les fonctions L,,(x, q) = x’@,(x, q) et &,(x, q) = 
x”q), (x, q) sont respectivement solutions des q-Cquations differentielles 
suivantes: 
~,W”k 4)) = q”x” + 4”(1 - 4) Lb-G 4) + - “l+l Lb, 4) L(qx3 4) (J%) 
X 
D4( I, (x, q)) = xv + - j+ 1 L (X> 4) I” (4X> 4). (e,) 
X 
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Preuve. On pose I, (x, q) = x”Ky(x, q) et utilisant les &gles de q-dkriva- 
tions, on obtient 
4(L”(X, 4)~=&4il,;1k 4EK 
D VW 41 
” > 
(.J q)K (qx q)L+l~qx,q), 
l’? Y 9 
mais on a ies deux kgalitks suivantes, 
et 





K (x2 4) &lx, 4) UP, 4) ’ 
Ce qui prouve la relation (E,). La dkmonstration de la relation (e,) est 
analogue. 
PROPOSITION 2.6. Les fonctions @“(x, q) et (py (x, q) s’dcrivent sous la 
forme 
m CA(v)1 
@v (x7 4) = nix, cB,ol xn5 (P”(X> 4) = ,,;, +jg xn, 
ozi [B,(v)] = [b,(v)] = JJt=, [v+klLff’ est le q-analogue de B,(v). 
[A,,](v)=q”‘cl, oti a, est une fonction rationnelle des variables q et q”, 
[4(v) = d”- l)(“+‘fS oti 6 est une fonction rationnelle des variables q et 
q”; les fonctions [A.];) et [a,]( ) v sont des q-analogues du polyn6me A,(v). 
Preuve. Reprenant les notations de [15], on pose @,(x, q) = C,“= 1 ynxn 
et pD,,(x, q) = C,“= 1 tn.?. Les q-tquations diffkrentielles (IT,) et (e,) 
s’krivent alors: 
.i, (1 -qn+7 YnX n+“-l=(l-q)q”x”+(l-q)q” 
x z (l-q)?,+ i yiyn-i+lqi Xn+” 
II-1 ( i=l > 
$, (1 -qnivl Lx 
“+“-‘=(l-q)x”+(l-q) 
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On en dkduit, les relations de rkcurrences v&fites par les suites (y,) et (5,): 





(1-q n+v+l) &I+1 =(1-q) i SiSn-i+lq”+z 
( > i=l 
En posant y, = qnVan/fln et 5, = q(n-l)(V+l) S,/b,, on a: 
pour n > 1. 
En posant /I, = l-I;= I [v + k] Ln’kJ on obtient alors le rtsultat par une 
rkcurrence immtdiate. Les fonctions c(, et 6, sont rationnelles en q et q” 
(polynhmes en q si v est entier). Leurs premikres valeurs sont: 
a, = 1, CC2 = 1, cI3 = 1 + qv+2, 
a,=(1+q+2q”+Z+3q”+3+2q2”+4+q2”+5+q2”+6) 
+ q2(1 + 3qYf2 + q2v+5)[v] 
6,=1,6,=1, J,=l+q, 
6, = (1 + 3q + 3q2 + 3q3 + q4) f q2( 1 + q + 2q2 + q’)[v]. 
3. ARBRES VALU% ET MLJLTIPARCOURS 
DEFINITION 3.1. De man&e r&cursive, un arbre binaire A sur un ensem- 
ble de sommets 5’ est soit vide, soit un triplet (r(A), g(A), d(A)) oh v(A) est 
un sommet appeli: racine de A et g(A) et d(A) deux arbres binaires, respec- 
tivement sous-arbre gauche et sous-arbre droit de A. Lorsqu’elle existe, la 
racine de g(A) (resp. d(A)) est appelte firs gauche (resp. fils droit) du 
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sommet r(A). On dit que r(A) est p&e de r(g(A)) (resp. r(d(A))). Un 
sommet est appele feuille s’il n’a pas de fils, sommet interne sinon. Un arbre 
binaire est dit complet si chaque sommet interne a deux Ms. 
Notation. On note d(s) le sous-arbre de A de racine s, 9(s) le nombre 
de feuille de d(s) et Y(A) le nombre de feuilles de A. La taille de A est 
le nombre de sommets de A, soit 29(A) - 1 si A est complet. On note 98 
l’ensemble des arbres binaires complets et C8’, = (A E %?‘; p(A) = n}. 
DEFINITION 3.2. Le parcours en ordre pr.Gfixe d’un arbre binaire est le 
parcours de l’ensemble de ses sommets en “visitant” d’abord la racine de 
l’arbre, puis le sous-arbre gauche en ordre prefixe, puis le sous-arbre droit 
en ordre prefixe. 
DEFINITION 3.3. Une application ZT de S, ensemble des sommets de A, 
dans un anneau est appelee poids ou valuation sur A. On note (A, v) l’arbre 
valud. La valuation de A est u(A) = nIscs v(s). 
Notation. Pour v > - 1, on note v, et 1.4, les valuations suivantes definies 




si s est une feuille, 
9(s) + Y 
u”(s)= [L(s) + v, si s est un sommet interne fils gauche, 
1 
u”(s) = [F(s) + v] sinon. 
F:(s)+” 
(2) U”(S) = r;(s) + v, si s est tils gauche, 
1 
u”(s) = [F(s) + v] sinon. 
EXEMPLE. L’arbre A de la Fig. 1 est value par u, et l’on a v,(A) = 
5y+2/[v+ 11” [v+2] [v+4]. On note V~=V~(~B~)=~~~~~V~(A) (resp. 
;“=u”(BJ=~ AsgE u,(A)) la somme des valuations selon v, (resp. u,) des 
arbres de GJ et FV((x)=C~zl VnX” (resp. f,(X)=~,"=,%,,X") la serie 
gentratrice selon le nombre de feuilles des arbres binaires complets values 
par v, (resp. u,). 
On obtient le rtsultat suivant: 
THBORBME 3.4. F,(X) = @,(X, q) et f,(X) = cp,(X, q). 
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FIG. 1. Arbre valuC. 
solution de la q-kquation Preuue. Montrons que G,(X) = X”F, (X) est 
diffkrentielle (EY). Pour y1>, 2, les arbres A de Brz sont les triplets (r, B, C) 
pour B dicrivant 99j> C dbcrivant ,&I et j entier compris entre 1 et n - 1. 
On a done: 
Q 
Iv+11 
. . U” ((7 qv SIJ= 1 alors v,,(A)= cv+ l,Cv+n, sinon u,(A)= u,(B) q ““U,(C) 
[v+nl ’ 
Par conskquent pour ~13 3, on a les relations 
Par sommation on en dkduit les tgalitks suivantes: 
+f c 
n-1 9;vnVnjqu+jxv+n 
n=3 i=2 [v+n] 
Par q-diffkrentiation on obtient: 
q”X” + 1 
Gv(X)= [v+ 11 
J3 vnn--lqPXY+n 
--+c n=z [v+ l][v+n] 
+I? c 
n- 1 yyjqY+Q-Y+f~ 
n=3 ,‘=2 [v+n] . 
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R#W’)) = q”X” + q”(l - 4) Gv (X) + jj& G, GO Gv (qx), 
qui montre que G,(X) est solution de (E,). Une fonction de la forme 
lyzo C,XY+n+l satisfaisant (E,) &ant determinee de maniere unique, on 
en deduit que G,(X) = L, (X, q). 
Ce rtsultat permet d’obtenir une interpretation combinatoire de la 
fonction @, a l’aide des arbres binaires values ayant n feuilles. Ainsi on a 
@,(X, q) = C,“= 1 Vn X” avec V’, = qnvan/pn. 
On montre de meme que la fonction g,(X) = X”f, (X) vtrifie (e,), d’od 
g,(X)=I,(X, q). Et on a q,(X, q)=C,~C1%~Xx” avec~~~=q(“~‘)(“+“6,/P,. 
Ces resultats permettent de donner une expression plus precise des fonc- 
tions CI, (resp. 6,). En effet, si A est un arbre de B,,, notons SIFG(A) = 
(s sommet interne et fils gauche de A} (resp. SFG(A) = {s sommet fils 
gauche de A >), 33(A) =CscSIFG(A) @(s) (rev. 364) = CssSFG(A) p(s)) 
et N(A, i) le nombre de sous-arbres de A ayant i feuilles. On a alors 
d’ou 
%=(1-q) 2n - I qm C q~ISIFG(A)lq-W4 
AEiSn 
an = cl _ q)2n- 1 C qvlSFG(A)lqB(.4) i (1 - quqi) p.Y(A,i). 
AE& i=l 
On en deduit alors le resultat suivant, qui precise la Proposition 2.6: 
PROPOSITION 3.5. Les fonctions CI,, et 6, sont des fonctions rationnelles de 





xc7 -f(e(A) fi (1 _ tqi)L~l+.~(A.i) 
x qg(A) n (1 _ tqi)Lnlii-.+~CA,~), 
i= I 
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Remarque. En faisant q = 1 dans le numkrateur de an le produit ne 
dkpend plus de A et on voit apparaitre les nombres de Runyon [ 19, p. 171 
sous forme de fonction g&n&a&ice CA E 8,, PFGCA)I. 
On dkduit de ce qui prkcCde, dans le cas particulier od v est entier, le 
rksultat suivant: 
PROPOSITION 3.6. Les functions [A,](v) (resp. [a,](v)) sent des poly- 
nbmes en q c? coefficients entiers positifs, de degrk C?= 1 (v + i- l)Ln/iJ - 
1 - v (resp. Cr= 1 (v + i - l)Ln/i_l- nv) pour n > 2. 
Preuve. Le preuve est analogue A celle ktablie par FCdou [S] dans le 
cas particulier v = 0. Soit A un arbre de an, pour tout 1 < i < n, il y a au 
plus Ln/i_l sous-arbres de A ayant i feuilles, done Ln/i]-Jlr(A, i) > 0. Le 
dknominateur de v, (A) est le produit des q-analogues [v + P(s)] pour tout 
sommet s de A et on a: 
On en dtduit que [A,](v) est un polykme en q, ri coefficients positifs. 
D’autre part, le terme de plus haut degrC de [A,](v) provient de l’arbre 
“peigne gauche,” oti tous les sommets internes, sauf la racine, sont fils 
gauches et pour cet arbre A, on a, si n 2 3, 99(A) = Cl:: i. On en dCduit 
done que, pour n >/ 2, le degrt de [A,](v) est CT= I (v + i- l)Ln/iJ - 1 - v. 
La dkmonstration est analogue pour les polynbmes [a,](v). 
DEFINITIONS 3.7. Reprenant les dtfinitions de [S], on appelle multipar- 
cows (p, A) un couple constituk d’un arbre binaire complet A et d’une suite 
P = (Sl 3 .“, sk) de sommets en ordre prtfixe au sens large (cad.‘pour tout i 
de CL k- 11, si+l est soit kgal A si, soit aprks si dans l’ordre prkfixe). A 
est appelC le support de (p, A) et la multiplicitt d’un sommet s de l’arbre A 
dans le multiparcours (p, A) est le nombre d’occurences de ce sommet s 
dans p. On dira qu’un multiparcours (p, A) s’arr&te sur un sommet s de A 
lorsque la multiplicitb de ce sommet est strictement positive. 
Notation. On note 9’(A) (resp. B(A)) l’ensemble des multiparcours 
(p, A) de l’arbre A s’arrCtant sur chaque fils gauche et sur chaque feuille 
(resp. s’arrPtant sur chaque fils gauche). On note Yn (resp. .c&) = 
((~3 A)EY(A) t resp. W(A)); AE .~?8~}. On note Y (resp. 3) = ((p, A) E 
Y(A) (resp. 9(A)); AEB}. 
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DEFINITIONS 3.8. Soit v > - 1 et (p, A) = ((sl, . . . . s,J, A) un multipar- 
cows p de l’arbre A. Le v-poia’s d’un sommet s de p est T,(S) = q”+F-cs) oti 
P(s) est le nombre de feuilles de d(s). En particulier, si s est une feuille, 
on a x”(s)=q”+l. Le v-poids du multiparcours (p A) est TC, (p, A) = 
EXEMPLE. Le multiparcours (p, A) de la Fig. 2 est tel que B(A) = 4 et 
p = (2, 2, 3, 3, 3,4, 5, 6, 6, 7, 7). Alors (p, A) est un ClCment de Y, dont le 
v-poids est x”(p, A) = q14+““. 
DEFINITIONS 3.9. Etant donntt un arbre binaire A, on appelle v-ualua- 
tion des multiparcours de Y(A) (resp. g(A)) la somme des v-poids des 
multiparcours de Y(A) (resp. W(A)). On note z,(Y(A)) (resp. 71,(%?(A))) 
cette valuation: 
E”(WA)) = c K”(P, A), 
(P.A)EY(A) 
Notation. On note s,(M, k) (resp. r,(n, k)) le nombre de multiparcours 
(P, A) de % hp. gn) de v-poids qk et S”(t, q) = c,> l&3 1 s,(n, k) qkt” 
(rev. R, (t, 4) = C n P I,&> 1 TV (n, k) qkt”) la fonction gtrkratrice des multi- 
parcours de Y (resp. a) suivant le v-poids et le nombre de fcuilles du 
support. 
FIG. 2. Un multiparcours d’arbre. 
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On obtient le rtsultat suivant: 
PROPOSITION 3.10. Les sommes des v-poids des multiparcours de 9, et de 
9?,, sont 
Preuve. Soit s un sommet d’un arbre A ayant n feuilles. Delinissons les 
valuations V, et U, par 
v+l 
(1) V,(s)= (i $+1, si s est une feuille, 
” + F(s) 
V,(s)= (1 4q”+“li,) 
si s est un sommet interne lui-m&me fils gauche, 
v+F(s) 
(2) U,(s)= (1 $,+,i’J) si s est fils gauche 
1 U/,(s)= (i -qv+F(s)) inon. 
On a evidemment v,,(A)=q”v,(A)/(l-q)‘“-’ et U,(A)=u,(A)/(1-q)2”~1. 
De plus zV(9’(A)) = V,(A) et rr,(~%?(A)) = U,(A) d’oh le rtsultat. 
On deduit de cette proposition le resultat suivant: 
PROPOSITION 3.11. La fonction g&&ratrice des multiparcours de Y (resp. 
W) selon le v-poids et le nombre de feuilles du support est S,(t, q) = 
(l-4) @,(qt/(l -4j2, 4) (rev. fL(t, 4) = (l-4) cp,(t/(l -qY, 4)). 
4. CHEMINS DE DYCK VALLJ& ET MULTICHA~NES 
DEFINITION 4.1. Un chemin de Dyck de longueur 2p est un chemin 
w = (so, s1, . . . . szP) de P = N x N tel que s0 = (0, 0), szP = (2p, 0) et pour 
tout i, O<i<2p-1, le pas (si,si+r ) est un pas elementaire Nord-Est 
(s,=(x, y),si+r=(x+l, y+l)) ou Sud-Est (s,=(x, y), si+,=(x+l, y-1)). 
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Un pie (resp. creux) est un point si tel que le pas (sip 1, si) est un 
pas Nord-Est (resp. Sud-Est) et le pas (sj, s~+~) un pas Sud-Est (resp. 
Nord-Est). 
La hauteur d’un sommet si = (xi, vi) est h(si) = yi. 
Un sommet si est montant (resp. descendant) si le pas (si, s~+~) est 
Nord-Est (resp. Sud-Est). 
Notation. On note 9 l’ensemble des chemins de Dyck et gP = (w E 9; 
longueur (w) = 2~). 
DEFINITION 4.2. Une application V des sommets dun chemin de Dyck 
w  dans un anneau est appelee poids ou valuation sur w. La valuation du 
chemin w  est notte V(w) = JJ,, IV V(s). 
EXEMPLE. Le chemin de Dyck value de la Fig. 3 a pour valuation 
q5v+5/(1 -q”+1)3 (1 -q"+')2 (1 -q”+3). 
D~~FINITIONS 4.3. Soit (I?, 6 ) un ensemble partiellement ordonne. On 
appelle multichaine (resp. chaine) de taille n toute suite croissante (resp. 
strictement croissante) r= (A 1, . . . . A,) de E. 
Notation. Si A et B sont deux elements de E tels que A <B et s’il 
n’existe pas d’eltment C de E tel que A < C < B, on notera A + B. 
DEFINITION 4.4. Une chaine r= (A,, . . . . A,) est saturke si pour tout 
i=l,..., n-l on a Ai-+A,+l. Une chaine saturee pourra alors se noter 
(A, -‘AZ*--A,-, --t A,). Une chafne est maxima/e si elle est maximale au 
sens de l’inclusion (cad. si elle est saturte et si son plus petit (resp. grand) 
Clement est maximal (resp. minimal) dans E). 
OnconsidereIZ={(x,y)EN*xN*. , x 6 y}, muni de la relation d’ordre 
FIG. 3. Un chemin de Dyck valut. 
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(x, y) < (x’, y’) si et seulement si x < x’ et y < y’. Les chaines saturees de 
ce poset correspondent aux chemins de l7, situ&s au dessus de la premiere 
diagonale, et n’admettant que des pas Est ou Nord. 
Notation. Soient A = (x, y), B= (x + h, y + k) deux points de IZ tels 
que O<hdy-x et O<k. On note A -++ B la chaine saturee 
(A=A()+A1... +Ah=Bo-+B,... +B,=B)de17avecAi=(x+i, y)et 
Bj=(x+h, y+j). 
S0itp~1et~,={(x,y)~I7;1~x~~,1~y<p}.0nn0te0,=(1,1) 
(resp. 0, = (p, p)) l’element minimum (resp. maximum) de IZ,,. Les chaines 
maximales~=(O,=A,~A,...A,,_,~A,,=O,)de~~sontleschemins 
allant de (1, 1) a (p, p), situ& au dessus de la diagonale, et n’admettant 
que des pas Est ou Nord. Ces chaines peuvent &tre cod&es par des mots de 
Dyck de longueur 2~. I1 suffrt de noter x chaque pas Nord et X chaque pas 
Est. Le chemin de Dyck s’obtient en fait par une rotation de 45” de la 
chaine. Dans cette bijection, les pits du chemin de Dyck sont associes aux 
points Ai= (x,, yi) de la chaine saturte r= (A, + A, ... A,- 1 -+ Azp) 
satisfaisant a xi = xi- 1 et yi = yi+ 1 et les sommets montants aux points Ai 
tels que xi = xi+ 1. 
DI~FINITION 4.5. On appelle point extr&mal Nord-Ouest (resp. point 
montant) un point de la chdne correspondant a un pit (resp. sommet 
montant) du chemin de Dyck. Les chaines maximales r de ZIP sont done 
les chaines (0, + E, . . E, --H Op), oti les Ei sont les points extrtmaux 
Nord-Ouest de K 
DEFINITIONS 4.6. Reprenant les definitions de [S], on appelle multi- 
chafne de taille k dun chemin de Dyck w  = (so, sl, . . . . szp) une suite 
c = (t1, . ..) tk) de k sommets de ce chemin dont les abscisses sont en ordre 
croissant au sens large. On dira que w est le support de la multichaine 
(c, w). Le nombre d’occurrence d’un sommet t de w  dans c est appele multi- 
plicitd de t dans la multichaine (c, w). On dira qu’une multichaine (c, w) 
s’arrgte sur chaque pit lorsque la multiplicite de chaque pit de w  est stricte- 
ment positive. On peut voir Fig. 4 une multichaine de II4 et la multichaine 
de chemin de Dyck associee. 
Notation. Pour tout mot de Dyck w, on note U(w) l’ensemble des 
multichaines (c, w) s’arretant sur chaque pit du support w. On note 
G$= ((c, w)E@(w); WC~~} et V= {(c, w)E~(w); we9}. 
DEFINITIONS 4.7. Soit v> -1 et (c, w)= ((tl, . . . . tk), (so, sr, . . . . szp)) une 
multichame c du chemin de Dyck w. Le v-poids dun sommet ti de hauteur 
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h de c est pv(ti)=qYfh+l. On posep,(~)=~lfr=~~~(tJ et pV(w)=qpy. Le 
v-poids de la multichaine (c, w) est p,,(c, w) = p,(c) py (w). 
EXEMPLE. La multichaine (c, w) = ((A, A, B, B, C, D, D, E), x x X X x X) 
de la Fig. 4 est telle que p,(c, ~)=q~~+~~“. 
DEFINITIONS 4.8. Etant donni: un chemin de Dyck w, on appelle 
v-valuation des nzultichal^nes de W(w) la somme des v-poids des multichaines 
de G?(w). On notera p,(G~?(w)) cette valuation. On a: 
PY W(M))) = c P”(C> w), 
(c,Mi)tV(w) 
PJWp)= c p,@(w))= c P”(C> w). 
weep (c, M’) E %$ 
Notation. Soit c, (n, k) le nombre de multichaines (c, V) de $9 de 
v-poids qk, dont le support v a pour Iongueur 2n. On note ~,,(t, q) = 
c n 2 0.k 2 1 ‘” cn, k, qkt”. 
PROPOSITION 4.9. Soit w  un Gment de $3 et X, la valuation sur w  dgfinie 
de la fafon suivante: 
X,(s)= r:,,, 
1-q 
si s est un sommet montant de w  (de hauteur h 
v+hfl 
x”(s)= ’ “+h+l 
1-q 
si s est un pit de w  de hauteur h 




Aors on a X,(w) = pJ%?(w)). 
FIG. 4. Une multichaine r de IZ., et la multichaine de chemin de Dyck (c, w) 
correspondante. 
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Preuve. C’est une consequence des definitions de V et de la v-valuation 
des multichaines p,. 
5. MULTICHA~NES ET POLYOMINOS PARALL~LOGRAMMES 
Nous supposons dans cette partie que v est entier et nous allons montrer 
que l’enumeration des multichaines de %? conduit a une nouvelle interprtta- 
tion combinatoire de la fonction @“. Pour cela, nous utiliserons un resultat 
obtenu dans Cl.51 concernant la fonction generatrice des polyominos 
parallelogrammes a franges selon l’aire et le nombre de colonnes. Dans ce 
qui suit nous supposerons d’autre part que les polyominos parallelogram- 
mes consider& sont translates de facon a ce que leur coin Sud-Ouest soit 
l’origine du plan P = N x IV. 
DEFINITION 5.1. Un polyomino parallelogramme P a m lignes est 
entihement determine par la donnte des deux suites G(P) = (g, , . . . . g,) et 
D(P) = (d,, . ..) d,), oh gi- 1 (resp. di) est l’abscisse du bord gauche (resp. 
droit) de la i”“’ ligne. Ces suites (gl, . . . . g,) et (d,, . . . . d,) satisfont alors 
aux conditions: 
(L,) gidgi+I pour i tel que l<i<m-1 
(L,) di<di+, pour i tel que 1 <idm--1 
(L3) g,+,~~d,pouritelque l<i<m-1 
(L‘l) g1=1 
et reciproquement tout couple de suites satisfaisant a (L,), (L2), (L3), et 
(L4) determine un polyomino parallelogramme a m lignes. Le nombre de 
colonnes de P est n = d,. 
EXEMPLE. Les deux suites associees au polyomino parallelogramme P, 
de la Fig. 5 sont G(P,) = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 3, 4) et D(P,) = 
(4, 4, 5, 5, 6, 7, 7, 7, 7, 7, 7). 
FIG. 5. Un polyomino paralltlogramme. 
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Not&an. On notera 99 l’ensemble des polyominos parallelogrammes. 
Reprenant les definitions de [15], on dira qu’un polyomino 
parallelogramme est v-bov& s’il est obtenu par adjonction a un polyomino 
parallelogramme de v celluies a 1’Est de chaque ligne, puis au Nord de 
chaque colonne du polyomino ainsi obtenu. On appelle frange les cellules 
ajoutees, et base l’ensemble des autres cellules. 
DEFINITION 5.2. Un polyomino parallelogramme P, a M lignes et N 
colonnes est v-horde si et seulement si les suites G(P,) = (gI, . . . . gM) et 
D(P,) = (d, ,..., dM) satisfont aux conditions: 
(L,(v)) gi<gi+I pour itel que l<i<M-1 
(L2(v)) did di+ r pour i tel que 1 d i 6 M - 1 
CL31v)l gi+v+ll <di-v pour i tel que l<i<M- 1 
(L(v)) g1= ... =gv+l=l 
(L5(v)) d,,,-“= ... =d,=N. 
La base P de P, est alors dtterminee par G(P) = (g, + 1, . . . . gM) et 
D(P) = (d, - v, . . . . d,,,- y - v). Si v est fix&, un polyomino parallelogramme 
v-horde P, est entierement determine par la don&e de sa base P, c’est a 
dire par les deux suites G(P) et D(P). 
EXEMPLE. Le polyomino parallelogramme P, de la Fig. 5 est 3-horde. 
La frange de ce polyomino est constitutee de 45 cellules. Sa base est un 
polyomino parallelogramme P d’aire 14, determine par les suites 
G(P)= (1, 1, 1, 1, 1, 3, 3, 4) et D(P)= (1, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 4). 
Notation. On notera 9’9” I’ensemble des polyominos parall~logramme 
v-bordks. Ainsi l’ensemble 9?6Pp, des polyominos parallelogrammes 0-bordts 
coincide avec I’ensemble &?P’. 
On rappelle le rtsultat suivant obtenu dans [15]: 
PROPOSITION 5.3. La fonction gCnPratrice des polyominos parallklo- 
grammes v-bord& selon I’aire et le nombre de colonnes est (l-q) 
@v (@A 1 - 4J2> 4). 
Le resultat suivant est dfi a Fedou [S] 
PROPOSITION 5.4. II existe une bijection entre /es polyominos 
parallPIogrammes ayant n colonnes et les multichafnes de %Tn- 1. 
Cette application entre les polyominos paralltlogrammes et les multi- 
chaines de chemins de Dyck permet de detinir egalement une bijection 
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FIG. 6. La bijection p entre polyomino parallClogramme v-bordi: et multichaine de V. 
entre les polyominos parallelogrammes v-bordts d’aire a + v + v2 ayant 
n + v colonnes et les multichaines (c, w) de Wnp r dont le v-poids est 
PY (c, w) = qa. 
Soit P, un polyomino parallelogramme v-horde dont la base P est un 
polyomino parallelogramme a n colonnes et m lignes. Le polyomino P, et 
done le polyomino P,, est entierement defini par la don&e des deux suites 
G(P) = (g,, . . . . g,) et D(P) = (d,, . . . . d,), cad par la suite de points du plan 
(A 1 > ..., A,) oti Aj= (gi, di). 
Les conditions (L,), (L,), (L3), et (L,) montrent que les points Ai sont 
telsquelacha?ner=(O, ++ A,...A, --f+ 0,) est une chaine maximale de 
17, dont les points extremaux Nord-Ouest sont parmi les points Ai. 
Par rotation de 45 ‘, cette chaine r se transforme en un chemin de Dyck 
w  de longueur 2(n - 1) et la suite (A,, A,, . . . . A,) en une suite 
c= (t1, t2, . ..) t,) de sommets de w, contenant les pits de w. On obtient 
ainsi une multichaine (c, w) de %Y. On note p l’application qui a tout 
polyomino parallelogramme v-horde P, associe la multichaine (c, w) ainsi 
construite. On en deduit la proposition suivante: 
PROPOSITION 5.5. L’application p transforme un polyomino parallelo- 
gramme v-horde ayant n + v colonnes, m + v lignes et d’aire a + v + v2 en une 
multichaine (c, w) de %Tn, 1 de taille m et de v-poids q”. 
A l’aide de la Proposition 5.3 on deduit de ce qui precede les rtsultats 
suivants: 
PROPOSITION 5.6. La fonction gdnkatrice des multichaines de V selon 
le v-poids et la longueur du support est la fonction C, (t, q) = 
Cl- 4) @“(Ml - d2> 4). 
PROPOSITION 5.1. La somme des v-valuations des multichaines de %?,, est 
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Proposition 5.8. Pour tout entier nature1 n, on a l’kgalitt? suivante: 
Preuve. Si w  est un mot de Dyck tixe de longueur 2n, la somme des 
v-poids des multichaines de U(w) s’obtient en faisant le produit des termes 
l/(1 -qw+h+l ) pour chaque sommet s de hauteur h qui nest pas un pit et 
4 
v+h+l/(l -qv+h+l ) pour les sommets qui sont des pits du mot de Dyck 
w  par q”“. 
En sommant ces fonctions pour les mots de Dyck de meme longueur, 
on obtient des fractions rationnelles dont le denominateur est /?I, = 
[(v+n)!][(v+n-l)!] ... [(v+~)!][(v+~)!][(v+ l)!]. Les numerateurs 
de ces fonctions sont des polynomes CC;, multiples des polynomes CI,. Les 
premieres valeurs des polynomes ai, sont les suivantes: 
&; = qv+l, ,;=qy 4 =q3v+3 [v+2](1 fqY+2), 
Remarque 5.9. Pour tout mot de Dyck w, on note C!?(W) l’ensemble des 
multichaines (c, w) s’arr&ant sur clzaque sommet montant du support w. On 
note C$ = ((c, w) E a(w); w  E %!!b> et d = ((c, w) E a(w); w  E g}. Utilisant les 
fractions continues generalides, Fedou obtient dans [S], une interpreta- 
tion combinatoire du q-analogue (py a l’aide de b. 
On detinit le v-poids pi sur B en posant pi (c, w) = py (c). La v-valuation 
p:(b(w)) des multichaines de a(w) pour ce v-poids p: correspond alors a 
la valuation Y,(w) du chemin de Dyck w  detinie de la fagon suivante: 
v+h+l 
Y,(s)= q “+*+I 
1-q 
si s est un sommet montant de w  de hauteur h 




Dans [8] Ftdou montre que la fonction gentratrice des multichames de 
d suivant le v-poids p: et la longueur du support est E,(t, q) = 
((1-4)/t) v)Y(t/(l - d2, 4). 
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La somme des v-valuations des muitichaines de ~9~ est alors p:(F,) = 




qL montantde w h(S) 
B n+l WEa, 
n 
ssommetdew [IV + h(s)+ 11’ 
Ce rCsultat donne une interprktation combinatoire de cpU A l’aide de 
chemins de Dyck valuCs. Les rksultats obtenus dans cette note donnent 
pour chacun des q-analogues Cp, et qpy une interprktation combinatoire en 
termes d’arbres valuCs d’une part, et en termes de chemins de Dyck valuts 
pour @, d’autre part. On obtient dans [16] une preuve bijective pour 
l’kquivalence de ces deux interprktations dans le cas de 1’CnumCration des 
multiparcours de 9’ et des multichaines de W. Mais nous ne connaissons 
pas pour l’instant de preuve bijective reliant les fonctions g&ratrices des 
multiparcours de W et des multichaines de 8. 
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